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1. fejezet

Bevezetés

Akér azt is hihetnénk, hogy minket nem érintenek a kérnyezetszennyezés-
sel kapcsolatos kérdések, de elég ha koriilnéziink: Budapesten, ha valaki spor-
tolni akar, vagy edzGterembe megy vagy a Margit-szigetre, de mindenképpen
zoldovezetet keres. A vidékiek - mint jomagam is - megdobbentd kiilonbsé-
get éreznek a vidéki és a fovarosi levegd tisztasaga kozott. Még Budapesten
beliil is érezhets ez az oOridsi kiilonbség, gondoljunk csak a Margit-hidra és
a Margit-szigetre, illetve a Moszkva térre és a Janos-hegyre. Mindenki lat-
hatja, hogy itthon, egy ilyen kicsi, kevésbé iparosodott orszagban is fejtorést
okoz a levegd mindségének javitdsa - de még csak a szinten tartasa is. Nem
csoda tehat, hogy a vilag karosanyag kibocsatasanak 50 szazalékat ado két
orszagban - U.S.A. és Kina - ennek megoldésa siirget§ fontossdguva valt.

Ha mindez még nem gy6zott volna meg mindenkit a fosszilis izemanya-
gokrol a kornyezetbarat, megujulo, vagy részben megujulod energiahordozokra
valo atallasarol, akkor az ugyancsak egyre gyakrabban elhangzo energiavalsag
sz0 minden kételyt eloszlathat.

Napjaink egyik sokat vitatott elmélete a globalis felmelegedés. Jollehet
nem magat a fogalmat vonjak kétségbe hanem azt, hogy egyaltalan van-e elég
(fosszilis) energiaforras ahhoz, hogy a kutatok altal megjosolt, belathatatlan
kovetkezményekkel jaré karok egyaltalan bekovetkezzenek. Persze kérdéses

az is, hogy egyaltalan az emberiség okozza-e a globélis felmelegedést, am a



koérnyezetvédelem fontossdgit ez nem enyhiti.

A 2008-as év elején fedezték fel Dél-Amerika eddigi legnagyobb k&olaj-,
és foldgaz lelGhelyét, amely a vilag lelGhelyeinek "toplistdjan" a 18. helyet
foglalja el, készleteit tekintve. Am még egy ilyen oriasi lel6hely teljes "ki-
facsarasa" esetén is, a kinyert iizemanyag minddsszesen 25-35 évre elegendd
csak Dél-Amerikanak. Ha ehhez még hozzavessziik azt, hogy a vilag kevésbhé
iparosodott, elmaradottabb orszagai taldlhatdéak a kontinensen, akkor kér-
désessé valik az energiahordozok ezen csoportjanak jovGje. Ezt a helyzetet
ismerte fel tobb fejl6ds, illetve feltorekvd orszag is. Ennek kdszonhetGen
gbzerdvel folynak a kutatédsok az energia okosabb hasznositasara, tjrahasz-
nositasara, valamint alternativ energiaforrasok keresésére nézve.

Az ujrahasznositasnak oriasi szerepe van a kornyezetvédelemben csakigy,
mint az energiavalsagbol valo kit megtalalasiban. Erre is, mint sok min-
den masra, a média tudja a leghatékonyabban felhivni a figyelmet, példul
plakatok, szelektiv hulladékgytjtGk, reklamok, hiradasok figyelemfelkelts és
"térit6" mivolta, de ami az én véleményem szerint az egyik legfontosabb, leg-
nagyobb befolyassal bir6 médium az maga a kornyezetszennyezés. Gondolok
itt arra, hogy - ha csak a jogszabalyok betartdsa miatt is, de - az autogya-
rak dollar milliokat fektetnek be kérnyezetkiméls megoldasok bevezetésébe,

illetve a veliik kapcsolatos kutatasokba.



2. fejezet

Uzemanyagcellak - torténelmi

attekintés

Egy lehetséges alternativa a bevezetésben szereplé problémak megoldé-
sara az iizemanyagcellak hasznalata, melyek koziil egyes fajtaknak a gya-
korlati hatasfoka meghaladhatja a 65 szézalékot, tehat az iizemanyagcellak
joval hatékonyabbak a feljavitott, példaul KERS-el (Kinetic Energy Recycle
System) ellatott Otto- vagy dizelmotoroknal. Fontos tehat, hogy a fosszilis
tiizel6anyagok altal mikodtetett erdforrasok hatéasfoka feliilrél korlatozott,
mig az lizemanyagcellaké nem.

A celldkban lejatszodo folyamat, a William Nicholson és Antony Carlisle
altal felfedezett, vizbontasi folyamat reverzibilisére, azaz az oxigén és hidro-

gén durranogéaz-reakciojara alapul (1.abra).

s - Bio
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1. abra (forras: http://www.fuelcell.hu)

Ez a folyamat az ugyancsak 1800-ban Alessandro Volta altal felfedezett,
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folyamatosan elektromos aramot termelni képes berendezésre épiilt. A gond
csak az volt, hogy a kivant reakcio 600 °C koriil volt csak képes végbe-
menni, ami a val6 életben, példaul jarmiivekben nem alkalmazhat6é hatéko-
nyan. Megjegyzend6 ugyanakkor, hogy egyes hasonldé hémérsékleten miikodo
fajtak erdmivekben alkalmazhatoak (6.4bra). Sir William Robert Grove jott
r& 1838-ban, hogy akar szobahémeérsékleten is igen jo hatasfokkal miikodtet-
hetGek a cellak. Majd a csaknem 100 évig tarto jelentGsebb eredmény nélkiili
kutatasok utédn az igazi attorést Francis Thomas Bacon munkassiga hozta
meg, no és persze az U.S.A. és az akkori Szovjetunio kozott dild hideghébor.
Ez utébbiban f6leg az tirhajozasi- és fegyverkezési versenyzés, és az ebbe 6lt
dollarmilliardok hoztdk meg az eredményt az iizemanyagcelldk fejlédésének
torténetében. A cellak el6nyei, hogy nem tartalmaznak mozgé alkatrészeket,
szilard elektrolitos valtozataik miikodésére nincs hatassal a gravitacio.

Az Otlet tehat egyaltalan nem ujkeletd, jollehet az akkori technologiai
szinvonal hidnyossdgai miatt nem valt lehetGvé a hatékony fejlesztése, de az
innovacidjukhoz sziikséges technologiak rendelkezésre allasatol kezdve tjabb-
nal ujabb fejlesztések, azota nap, mint nap jelennek meg elsénként a terve-
z6asztalon, majd a gyakorlatban csakigy, mint a hétkéznapi életben is.

Az iizemanyagcellak részben megiijuld, de legalabbis mesterségesen elGal-
lithato tizemanyagokat, igy vizet, hidrogént, biogazt, levegGt stb. hasznalnak
miikddésiik soran. Tehéat pusztan iizemanyagcelldkat alkalmazva teljesite-
nénk a globalis felmelegedést kutatd tudosok altal behatarolt kidrosanyag-
kibocsatas mennyiségének csokkenésére vonatkoz6 kritériumokat. Ez a ha-
tasfokokat és a miikddtets energiahordozokat tekintve teljesithetd lenne, de
tény, hogy sajnos még nem sikeriilt az Otto- vagy a dizelmotorokéhoz hasonlo
er¢ kifejtése egyetlen tizemanyagcellabol, noha méretei drasztikusan csokken-
tek az utobbi 15 évben (2.4bra). A maximalisan elérhetd energiaszint novelé-
sének problémaja tovabbi fejlesztésre 6sztonzi a kutatdocsoportokat. Tovabbi
probléma még az egyes tipusokhoz katalizatorként hasznalt platina mennyi-
ségének végessége, mig mas tipusokndl a celladk dragabb elGallitasa, valamint

az iizemanyag, f6ként a hidrogén logisztikdja. A sziikséges hidrogén vizbdl



valo kinyerésének problémaja is fejtorést okoz(ott), de ennek megoldasat a

szél-, viz- és napenergianak hasznositasaban latjak.

2. abra (forras: http://www.foek.hu)

Fontos megjegyezni, hogy szamitasok szerint a mai technologiaval elGal-
lithato lenne a sziikséges dram, illetve energia kiilonb6z6 erémiivekben, de a

megfelel6 helyre valo szallitas mar joval nagyobb fejtorést okoz.



3. fejezet

Uzemanyagcellak - fizikai modell

Az iizemanyagcelldk kémiai reakciok lefolyasa alatt elektromos energiat
allitanak el6, de a leginkabb az kiillonbozteti meg példaul az elemektsl, hogy
mig azok teljesen hasznalhatatlanné valnak lemeriilésiikkor, mig a cellak ad-
dig adnak nekiink elektromos energiat, amig folyamatos az iizemanyagella-
tasuk.

Az iizemanyagcellak vagy tiizelGanyag-elemek, egy anodbol és egy ka-
todbol, valamint a koztiik talalhatd elektrolitbol és katalizatorbol allnak
(3.4bra). Katalizatorként f6ként platinat hasznalnak, és ezek a katalizato-
rok teszik lehet6vé, hogy hatékonyabban tudjuk a hidrogént protonné és
elektronnd bontani. Majd a protonokat az elektroliton atvezetjiik, mig az
elektronokat elektromos aramként hasznalhatjuk fel (4.4bra). A protonok és
az elektronok a cella katod oldaldn az oxigénnel reakcidoba lépve viz jon létre,

amely tavozik a rendszerbél (1.4bra).
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4. abra (forras: http://www.fuelcell.hu)

Copyright © 2007 fuelcell.hu

Sir William Robert Grove 1838-as modelljét6l a mai akar 100 MW-ot is
termeld lizemanyagcellakig hosszi és rogos volt az ut, a rengeteg fejlesztés
koziil voltak, melyek kevésbé, és voltak, amelyek gyokeresen megvaltoztattak
a kinyerhet$ energia nagysagat. Ezek koziil a leglatvanyosabb valtozast a

porusos elektrodok (5.abra) felfedezése és alkalmazéasa hozta.

9



Negativ Elvalaszto Pozitiv
elektrod (Membrdn) elektrod

>

oldat
fazis

szilard
fazis

toltés
gyijto

5. abra (forras: http://www.fuelcell.hu)

Az tizemanyagcellak teljesitményét a reakcio sebessége, valamint az elekt-
rod feliiletének nagysaga szabja meg, hiszen maga a kémiai reakci6 a két fazis
(szilard - matrix - és folyékony - oldat -) hataran jatszodik le. Ezt az Gtletet
a kutatok a természetbsl meritették, gondoljunk csak a tiid6 kosarlabda-
palyanyi feliiletére, a bélbolyhok feliilet novelémivoltara: ezek mind-mind
az €16 szervezetek porusos elektrodjai. A masik nagy fejlédést hozo djitas a
katalizatorok bevezetése, innovacidja volt. Ez utobbi ugyanis az aktivalasi
energia csokkentésére ad modot, ezaltal kevesebb energiat kell hasznalnunk

a kivant folyamat beinditédsihoz, illetve végbemeneteléhez.
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Az ilizemanyagcelldkat két nagy, ezen beliil tobb kisebb csoportra lehet
osztani (6.abra). A két nagy osztaly cellait a miikodési hémérsékletiik alap-
jan kiilonboztethetjiik meg egymastol, ez meghatarozza ugyanakkor azt is,
hogy hol hasznalhatoak. Mig a kisebb hémérsékleten miikddd celladk az au-
tokban hasznélhatoak, addig a nagyobb hémérsékleten miikodsk kiilonféle
er6miivekben. El&bbiek jol tirik a ki-, és bekapcsolasokat, mig utobbi érzé-

kenyebb az efféle miveletekre.

ﬁzenﬁnyagcel]a . Miikidési Elekiromos - Felhasznalasi
tipusa Flektrolit hémérséklet hatssfvk Uzemanyag |, iilet
AFC 30%
- . kedlivam- hidrozid elméleti: T0% -tsztaHy - jésmdipar
Lt}
:J:ila:li B iee oldat, 8070 gvuliotlotd: 62% - Oy - hodiipor
2él
- blolddTit
- tsmta H
PEMFC protondteresztd o elméleti: AE% OS At et
mettibratn cella  membrdn B gyakotlati: 30% 8 - jArmiipar
- leregd .
- hadiipar
E:N;Fktcmetmul protondterssztd o o elméleti: 30% ) getano], ) EDERBI;;JDH
. memmbrdn SOl gyakotlati: 26% 2 - SPLOR, S8
metbran -levegd aramforrdsa
foszforsav L0 gyakodati 60% © ¢ . .
cella - leregd - aramforrds
?21 oy - EEushinis,
MCFC _ . TIREREE o épesds
s ., litium-Kartbonat, s elméleti: 63% - széngds Vit
alkeli-karbondtse kdlivan-karhonét Bt gyakotlati 62% - bingdz bl? . to
cella ) . erdmil
: CB)VBgD - aramforeda
-2
H7‘ . gézturbinde,
=BEEER it
S0FC ytrivm-citkon 800 °C- 1000 elmélsti: 65% - széngds e
. . . .. . CH blokldfitd
oxidkeramia cella  oxidkeramia oo gyakotlati: 62% - biogdz .
) . erdmii
; Ce)vego -aramforrds
-2

6. abra (forras: http://www.foek.hu)
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4. fejezet

Uzemanyagcellak - matematikai

modell

A mindennapi életben is a matematikai modellek megalkotéasa tobb okbol
is elengedhetetlen, nincs ez masképp az tizemanyagcellaknal sem. Az elsé - és
talan legfontosabb - ezen okok koziil, az az, hogy méar egy-egy cella megépi-
tése is komoly koltségekkel jarhat, annak ellenére, hogy méar nem prototipus.
A kisérleti stadiumban 1év6 elemek gyartasa még ennél is joval dragabb.
A masodik példa az, hogy a kutatoknak nem all rendelkezésére korlatlan
mennyiségt idG, s6t altalaban nagyon is sziik hataridékhoz vannak kotve,
igy a lassabb felépités helyett a gyorsabb szimulécidos modszerek, modellépi-
tések sok szempontbol hatékonyabbak.

Most, hogy mar latjuk a matematikai modell fontossagat, nézziik meg,
hogy mire is j6 a matematikai megkozelités. A miikddési elvet a 3. fejezetben
ismertettiik, &m azt nem emeltiik ki kiilén, hogy a szamunkra lényeges ,
az energiat add folyamat a cella katod részében (4.4bra) megy végbe, itt
jatszodik ugyanis le az tjraegyesiilés (1.4bra) - ezaltal energia szabadul fel.
A katodon beliil a porusos elektrodban (5.4bra) van jelen az elektron-, illetve
a protonaram. Ennek a két mennyiségnek a kiilonbsége adja a szamunkra
fontos mennyiséget, a tébbletdramot, azaz a felhasznélhato energiat. Tehat

ezt, a katodon beliili folyamatot vizsgaljuk, modelleziik, a cellaban fennallo
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fizikai torvényszeriiségek, illetve azok kovetkezményei alapjan.

4.1. Allandé vezetési egyiitthatés modell

4.1.1. Modellépités

Az iizemanyagcelldk altalunk vizsgélt rétegeiben zajlo folyamatokat leird
egyenleteket szeretnénk megkapni, majd ezeket matematikailag megvizsgalni.
Els6 kozelitésben tegyiik fel, hogy a modellben szerepl rétegekben a vezetési
egyiitthatok térben és idében allandoak.

Felirhato tehat az Ohm-torvény az lizemanyagcelldkban jatszodo folya-
matokra, ami az allitja, hogy U = I R allando, azaz I = %.

A szilard és a folyékony fazisokban mért potencidlokat, vagyis az elektrod-

illetve a protonaramot jelolje o1 (¢, x)- illetve ¢o(t, x).
oi(t,x) : Rf x R* - R" | i = {1,2}.

Itt t az id6valtozot, mig x a helyvaltozot jeloli.
(Ezen szakdolgozat ennek egy specialis forméjaval foglalkozik részletesen,
nevezetesen n = 1, azaz az 1 dimenzios esettel.)

Vezessiik be tovibba a o.¢¢ és k.rs jeloléseket a szilard- illetve a folyékony
fazisok vezetGképességére. Az Ohm torvény felhasznalasabval kapjuk, hogy

a két fazis dramer@ssége, azaz i1 és io nem mas, mint:
’i1<t, 13) = —Ueffax¢1 (t, IE) (41)

i9(t, ) = —KeppOpa(t, ). (4.2)

Mivel az lizemanyagcellaban az elektronok es protonok szama allandé és
megegyezik egymassal - hiszen ezen a téren nem torténik kiils6 beavatkozas

- ezért fennall az elektroneutralitas elve, azaz felhasznalhatjuk, hogy:
, 1
In = _aam (Kfeffax¢2(t7 x)) (44)
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ahol j, a feliileti Aramstiriiség, azaz a matrixban a szilard részecskék feliiletén
lévé aram nagysaga. A fizikai torvényszeriiségek alapjan felirhaté az egyen-
let, ami kimondja, hogy a kettésréteg feltoltGdésének megviltozésa nem mas,
mint a feliileti-dramstirtiség megvaltozasanak és a kémiai reakciobol szarmazo
elektromos aramnak, azaz a faradikus aramstiriiségnek az Osszege, azaz ma-

tematikailag:

—0, (’feffax@(tv 35)) = aCdzat(Cbl (t,x) — ¢alt, 37)) + aioea% (%(t’x)_@(t’x))-
(4.5)
Itt a a specifikus hatarfeliileti teriilet, Cy; a kettGsréteg kapacitasa, ¢y a csere-
aramsiirtség, a az aktivalasi energia, F' a Faraday alland6, R az univerzalis
gazallando, végiil T' pedig a hGmérséklet.

Jelolje n(t, z) a két potencial kiilonbségét, azaz:
n(t,x) = ¢1(t,x) — ga(t, ). (4.6)
Ekkor (4.5) miatt:
aCy0; (n(t,x)) = —0, (meff8x¢2(t,x)) - aigeal%”(t””). (4.7)

Jollathato, hogy a (4.7) egyenlet tartalmaz n(t, x)-tol, és ¢o(t, x)-t6l fiiggd
tagot is, a tovabbiakban a cél a (4.7) egyenletet felirni (csak) (¢, x) fiiggvé-
nyében, ezaltal valoban egy parcialis differencidlegyenletet kapva. Kiegészit6
felek is megadhatoak az egyenlethez, mégpedig egyrészt kezdeti feltételek,

masrészt pedig Neumann-tipusu peremfeltételek. A kezdeti feltétel a kovet-

kezé:

¢:i(0,2) =0, i ={1,2}. (4.8)
Ezért:

n0,2) =0, Vx e (0,L). (4.9)

Ez pontosan az jelenti, hogy a kezdeti tulfesziiltségiink zérus. A Neumann-

tipusu peremfeltételek pedig a kovetkezdek:
i1(t,0) = 1(t) = is(t, L) (4.10)
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in(t, L) = 0 = iy(t,0). (4.11)

Itt I(t) ismert fiiggvény, egészen konkrétan ez az altalunk az iizemanyagcel-
lara - annak peremére - vezetett &ram nagysaga.
(4.1), (4.10) illetve (4.11) egyenletekbdl adodnak a kovetkezd Osszefiigge-

sek:

—Ufoax(bl (t, O) = I(t) = —/ieffax(ﬁg(t, L) (4.12)
—lieffaz¢2(t, 0) =0= —O'effaxgﬁl(t, L) (4.13)
Ezért .
Oeff
illetve .
dun(t, L) = —I(t). (4.15)
Kerf
Itt I(t) ismert fliggvény.
“(1,4) = an(t, o) (4.16)
Mt 7) = aprn(t, @ .
jeloléssel jol lathato, hogy:
. F
om*(t,x) = aﬁﬁt (n(t,z)). (4.17)

(4.16) és (4.17) osszefiiggéseket a (4.7) egyenletbe visszahelyettesitve:
aCdl—FatU (t,z) = =0, (/feffﬁx(ﬁg(t,x)) — aige™ b (4.18)
«
Osszefiiggést. Igy (4.18) atirhato a kovetkezd alakba:

F F
0, (KepsOualt, ) — —

— o (B 4.19
CLCdl RT * Cdl RTzoe ( )

3t77*(t7 l’) = -

Kitérsként tekintsiik az aj n*(¢,z) fiiggvényre vonatkozo feltételeinket.
(4.9) és (4.16) alapjan a kezdeti feltétel

F
(0 = a——=n(0 =0 4.20
7'(0,2) = gm0, (4.20)
egyenlGségre, mig a peremfeltételek (4.13) és (4.16) alapjan
aF
0,m*(t,0) = — I(t 421
0 (40) =~ (421
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KE
O'effRT

alaktak az x = 0 illetve az x = L pontokban.

Do (t, L) = I(t) (4.22)

Térjiink vissza a (4.19) egyenletre, annak alakitasasra.

Vezessiink be 1) id6valtozot, nevezetesen 7-t.

t t
T = T - = —. (4.23)
aCdl(a + Ueff)L2 p

Tudjuk, hogy ¢t > 0 esetet vizsgéljuk, igy ennek kovetkezményeképpen 7 > 0
is fennall.

Most vezessiik be a kovetkezG jelolést:

U(r,z):=n" (aC’dl( ! + ! >L27', :E) = n*(pr, x). (4.24)

Keff  Oeff

Szamitsuk ki a 0.U(r, z) parcialis derivaltat.
Mivel 7 a t fiiggvénye, ezért alkalmazzuk a lancszabélyt, azaz (a fizikusok
korében elterjedt jeloléssmoddal élve) a kovetkezs Osszefiiggéshez juthatunk:

QU (r.x) _ O (pr.a) Ot
or N ot or

(4.19)-es egyenletiink (4.24) és (4.25) okan

= Om"(p7, 2)p- (4.25)

aF .
om* = ————— 0, (KessOn - o BT (4.26
t7] (pTv .I') aC’leT (H ff ¢2 (pT7 LZ')) CleTzoe ( )
alakban irhato fel a pr = t helyen. Ezért:
1 alF alF
-0.U = ————— 0 (KeffOs — joeV (77 4.27
p (T7 l’) aCdZRT (,i If ¢2(p7—7 .T)) CleTloe ( )
egyenletet kapjuk. Itt p-vel felszorozva
paF paF e
o.U(r,x) = — O (Kef Oy , — o 4.28
(7, 2) “Ca T (KefsOua(pr, ) CaRT (4.28)
Vezessiik be az alabbi jelolést:
9 pakF 1 1 o aF 1 1 yaF
ve = ———iy = aC + L w=a| —+ L —1y.
CleT 0 dl(/{eff O'eff> CleT 0 I{eff O'eff RT 0
(4.29)
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Ezzel a (4.28) egyenlet a kovetkezd alakra hozhato U(r, x)-re nézve:

paF

-V 2) = =BT

Oy (/‘ieffaxQSQ(p’T, w)) — Vo), (4.30)

Ebbdl az alakbol - mivel o.¢f és kegp allandé (ezt az utolsd lépésnél fogjuk
kihasznalni) - (4.1), (4.2) és (4.3) felhasznalasaval ¢o(t,x) kikiiszobolhetd.
Ugyanis:

elff On ey 102021, )) + Gelff O (e fOupa(t, 7)) =
(4.2) K:ff Oy ((KeprOupa(t, ) — U:ff Dyis(t, ) (4.3)
(43) K:ff Oy ((ey 10ura(t, 2)) + o:ff oy (1, ) Y
@) K:ffaw«’feffaz%(t,x)) - U:ffax((aeff3m¢1(t7$)) =
= Opa2(t, ) — Opar(t, ) = Duan(t, ). (4.31)

Ezért (4.16) és (4.31) alapjan:

a% ((H:ffax(liefff%(ﬁz(t,x))) + (Ujffax(ﬁeff8x¢2(t,$))>) =

F F *

A (4.30)-as szamu egyenlet jobb oldalanak elsG tagja az el6z6 egyenlet,

azaz (4.32) miatt felirhat6 a kévetkez6 alakban:

paF B
aCleTazOfeffaxng(t? .CC)) -
1 1 , afF
- CLCdl (ffeff + U@ff) L aCleTax(/{effgarng(t? IL‘)) -

oF (1 1
= L20, (KeppOutha(t, ) = L*0pen’(t, ). (4.33
RT(Heff i 0eff> (ersOaalt, 2)) (L, ). (4.33)

Tehat (4.30) atirhato a kovetkezs alakba:
0-U(1, ) = L*0pun (pr, ) = 12”7 (4.34)
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Ez (4.24) alapjan nem maés, mint:
0.U(1,2) = L*0,,U (1, x) — vV, (4.35)

Tekintsiik most a kiegészitG feltételeket az elvégzett atalakitasok tiikreé-
ben.
Ugyancsak U(T,z) definiciojabol, azaz (4.24)-bél - és, mert a helyvaltozo-
ban, azaz x-ben még nem végeztiink el atalakitasokat - adéddan a kdvetkezd

Osszefiiggéseket kapjuk:

U(0,z) =n"(0,2) =0 (4.36)
al’
= * = — 4.
0,U(7,0) = 0.n*(pr,0) UeffRTI(pT) (4.37)
al’
0,U(r, L) = 0,n*(pr, L) = RTI(pT). (4.38)
eff

Igy tehat egy masodrendt, allandé egyiitthatos, parabolikus tipust parcilis
differencialegyenlethez, a (4.35) egyenlethez jutottunk. A folyamat a z €
[0, L] tartoményon van értelmezve, tovabba az idévaltozé nemnegativ, azaz
7> 0.

A vizsgalt folyamatra igazak a (4.36), (4.37), (4.38) kezdeti- és perem-
feltételek. A differencidlegyenlet, a kezdeti feltétel, a két peremfeltétel és az

értelmezési tartomanyok rendre a kovetkezd alakban irhatoak fel:
O.U(r,z) = L?0,,U(1,z) — 12V

U(0,z) =n"(0,2) =0

oF
= * = — I
0.U(7,0) = 0,n*(pr,0) oo BT (p7)
oF
a-TU(T7 L) al'n (pT7 ) /f@ffRT (pT)

zel0,L], T>0.
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4.1.2. Kanonikus alak

Vezessiik be a kovetkez6 két jelolést:

X = (4.39)

L
L
u(r, X) = U(r, LX). (4.40)
Ekkor rendre az elsG- és méasodrendii parcialis derivaltakra a kovetkezé alak

adodik: '
0. U(1, LX) = Z(?Xu(T, X) (4.41)

1
O U(T, LX) = ﬁaxxu(T,X). (4.42)

(4.35) alapjan kaphatjuk a kovetkezs Osszefiiggést:

O,U(t, LX) = L*0,,U (7, LX) — vV (1%, (4.43)

Ahonnét (4.40) és (4.42) alapjan a parcialis differencidlegyenletiink kanonikus

alakjahoz juthatunk. Nevezetesen:
Oyu(t, X) = Oxxu(r, X) — v2e ™Y, (4.44)

Itt természetesen 7 > 0, tovabba X € [0, 1].
A kiegészit6 feltételek is hasonlo modon atalakithatoak a (4.39) és a (4.40)
jelolésekkel élve. Mégpedig a kezdeti feltétel (4.36) és (4.40) alapjan:

u(0,X) = U(0, LX) = 0 (4.45)

valamint a peremfeltételek (4.37) illetve (4.38) és (4.40), (4.41) alapjan:

aF
0 0) = LO,U(r,0) = — L I 4.46
xu(r,0) = LU (7.0) = Ll (o) (4.46)
aF
1) =Lo,U(r,L) = L I(pr). 44

Osszefoglalva tehat a kanonizalt parcialis differencialegyenlet rendsze-
riink, azaz az egyenlet, a kezdeti feltétel, a két peremfeltétel és az értelmezési

tartomany rendre a kovetkez&képpen irhato fel:
dru(t, X) = Oxxu(r, X) — 2™
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aF
0 0)=—-L I
Xu(Ta ) UeffR (pT)
aF
0 1H)=1L I
XU(T, ) :‘ieffRT (pT)

X el0,1], 7 >0.

? -

4.2. 1d6- és helyfiiggs

vezetési egyiitthatos modell

Tekintsiik a 4.1. alfejezetben leirt modelliink altalanosabb alakjat, azt az
esetet, amikor a szilard, illetve a folyékony fazisban mérhets vezetéképesség
oeff(t, x), valamint k.r¢(t, z) alakban adhato meg.

4.1. fejezethez hasonlatosan felirhaté az Ohm-torvény, azaz:
i1(t,x) = —oesp(t, ) 0utn(t, ) (4.48)

ia(t,x) = —Kesp(t, v)0un (t, ). (4.49)
Ahogyan az el6z6 modellben, 4.1. fejezetben, (4.6) egyenlethez hasonl6an
itt is:

n(tv I’) = ¢1(tax) - QﬁQ(t,ZL‘) (450)
azaz a potencidlkiilonbség, vagy mas néven tulfesziiltség a keresett mennyi-

ség. Itt t € (0,7) és z € (0, L).
Megjegyezziik, hogy (4.6) = (4.50) hiszen ezt nem befolyésolja a vezetési
egyiitthatok allando, avagy id6 és hely fliggvényében valtozé mivolta. A

vizsgalt egyenlet (4.7) egyenlethez hasonloan itt is a kovetkezd:

aCqom(t,z) = —0, (/ieff(t,$)8x¢2(t,$)) — az’oeo‘%"(t’x). (4.51)
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A kezdeti feltétel pedig a (4.9) mintajara:
n(0,z) =0, z € (0, L). (4.52)

Tovabba a Neumann tipust peremfeltételek is megadhatoak (4.14) és

(4.15) modjara. Nevezetesen:

0.n(t,0) = m[(t) (4.53)
1
dun(t, L) = —mm) (4.54)

alakban. Mindkét esetben ¢ € (0, 7).

4.1. részhez hasonléan most is egy, csak 7(t, x)-tol fiiggd egyenlethez sze-
retnénk jutni az dtalakitasok soran. Ehhez segitségképpen kaphato Gsszefiig-
gés az elektroneutralitas elve értelmében fennallo egyenlet, hasonloan (4.3)-

hoz, mégpedig:
O (0ers(t, 2)0ptn (t,x)) = =0y (Keps(t, 2)0ua(t, 2)). (4.55)
(4.50) és (4.55) egyenletekbd] kaphato, hogy:

O (0es1 (¢, 7)Daba(t, @) + ey (1, ) 0un(t, 7)) =
= az (Ueff(tv x)az¢2<t7 ZE)) - a;c (geff(t’ x)ax¢1(t> [E)) =
— ﬁm(aeff(t,x)am(t,x)). (456)

Elgkésziiletként az n(t, z)-re vonatkozo egyenlet felirasa okan alakitsuk &t

a (4.55) jobboldalanak (—1)-szeresét, azaz az egyenlet

Or (Kegs(t, 2)0ua(t, 2)) (4.57)

alakt komponensét hozzuk szebb forméara. Mégpedig elsGként bontsuk 6sszegre,
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majd hasznaljuk a (4.56) azonossagot. Jelesiil:

Oy (egs(t, 2)0sa(t, @) =

Kers(t, )
— 0, et
(“6ff(t737)+aeff(t,x)ﬁff( 2)0:¢a(t, ) +

Kers(l, ) )
K'eff(t, .Z') + Ueff(t, Q?) Jeff(t, x)ax¢2(t, Z‘)) =

_ Keff(t, )
o (“eff(t, ) + oeps(t, x)) (Kepp(t, 2)0uta(t, ) +

Keys(t, ) '
+ 01 (t:2)0:2(t,2)) (“eff(ta ) + oeys(t, 90))
< O (Fepp (t, )05 pa(t, ) + 0epp(t, 2)0upa(t, ) =
_ Kerf (tv I) o T ) dr —
= am (’feff( )) / eff(t> )aﬂ?(t, ) d

t,x) + oess(t,x

_ Feps(t, ) s )
(/ieff(t,x)—i—aeff(t’x))am( err(t,2)0um(t, ). (4.58)

Vizsgaljuk meg most, hogy

/Jeff(t,x)axﬁ(t,x) dx (459)

hatarozatlan integral mivel egyenls, azaz melyik primitiv fiiggvény szerepel

itt, ehhez els6ként szamoljuk ki a O-ban felvett értékét. Ehhez segitségképpen

K’Eff(tv x)8x¢2(t7 $) + O'Eff(t, x)aw¢2(t7 1’) =
_ Fepp(t, @) 4 0epys (¢, ) _ (4.49)
- /{eff(t; JZ) f{eff(t, x)am¢2<t7 .I‘) -
_taa9) _Kess(bT) + 0eps I)zé(t, x) (4.60)

Kefs(t, )

Osszefiiggést is hasznaljuk fel, hiszen ekkor (4.53) és (4.54) Neumann-tipusi
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peremfeltételek alapjan:

’feff<t7 x)a$¢2(t7 :L’) + O-eff(t’ x)aw¢2(t7 :L')

x=0
K'eff(ta 1‘) + Ueff(t7 $)
et I%e (t7 x)8$¢2(t7 a7)
/feff(tax) 1
et r(t, erf(l, 7).

_ Fepp(t, @) + 0eps( 55)22(15,35)
Fﬂeff(tax)

_ _"feff(tvo) +Ueff(t70>[(t) (461)
/feff(to)

Tehat (4.60) alapjan (4.58) felirhato a kovetkezs alakban:

=0

=0

/Jeff(t,x)ﬁmn(t,a:) dr =

_ _Heff(t;O) + O'eff(t;0> I(t) +/ Ueff<t75)8xn<t7$) ds. (462)
’feff<t70) 0

(4.57)-be visszahelyettesitve (4.61)-et kapjuk, hogy:

O (Kegp(t, ) 0upo(t, ) = —0, <Reff<t:i;§f_f_tiif(t, l’))
(/ieff(t, 0) + O'eff(ta O)

Fepf(t,0) I(t) _/0 Oery(t, 8)0um(t, s) d5> _

_ Kepf(t, ) U i )
(ffeff(t,x)quaeff(t,x))ax( erf(t, 2)0un(t, z)). (4.63)

Ezért (4.51) egyenletiink a kovetkezd alakban irhato fel:

_ ’ieff(t’ SL‘)
aCyom(t, z) = <f<&eff(t, pym O'eff(t,x)>az (0epp(t,2)0un(t, x)) +

Kefy(t, @) lery(t,0) + ey (t,0) o
O <“eff(ta ) + oepy(t, ff)) ( Kerf(t,0) 1)

/ oess(t, 8)0un(t, 5) ds) — aige” 7). (4.64)
0

Tehat (4.52), (4.53), (4.54) és (4.64) osszefiiggések alapjan az egyenle-

tiink, a kezdeti feltételiink, a peremfeltételek és az értelmezési tartomany
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rendre a kovetkezGek:

_ Feps(t; )
aCyom(t, x) = (Heff(t,x) n O_eff(t,x))am (Oepp(t,2)0um(t, z)) +

Kegs(t, @) Kepy(t,0) + 0epp(t,0)
O (’feff(ta ) + oeps(t, 93)) ( Kerf(t,0) 1)

/ Ueff(t7 S)gx’r/(t7 S) dS) - aiﬂeaR_I}n(th)
0

n(0,z) =0
9un(t,0) = mf(t)
1
Oun(t, L) = —mf(t)-

Itt valamennyiszer « € [0, L] és t > 0.

4.3. Az Alland6-, valamint az id6-, és helyfiigg6

modellek kapcsolata

Természetes elvaras ezek alapjan, hogy a 4.1. alfejezetben targyalt modell
specialis esete legyen a 4.2. alfejezetben targyalt modellnek, lassuk most
ennek levezetését.

(4.35)-0t alakitsuk at, lépegessiink vissza az elvégzett atalakitasok soro-

zataban, els6ként (4.24), azaz n*(t, x) definicidja alapjan kapjuk, hogy:
87-77* (pT, :L') = LZaﬁmn* (pT, .T) _ V2677*(p7',x)'

Ebbdl az Osszetett fliggvény derivilasi szabaly miatt elvégezve a baloldalon
szereplé fiiggvény (parcialis) derivalasat, valamint (4.23) miatt a kovetkezs-
ho6z jutunk:

pOm*(t, ) = L20uen*(pr, ) — 12 P70),
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Ezért (4.23), azaz 7 és p definicioi miatt:

Ke e % N f (b
L2aCdlMatn (t’ l.) — L28$$77 (t7 x) _ ]j267] (t, )
KeffOeff

Ez pedig v? definicidja, azaz (4.29) miatt nem més, mint:

Re O¢ * % . Re O¢ F (o
L2aCy Bt T 0etl g v (4 ) = L20,m* (¢, 2) — LPaig Rt X 0et] o = g t),
ReffOeff KeffOeff RT

T sz

Keff + 0O F
1200 Feis + 0epi 9n(t ) —
N rioe RT it )

F Keff + O F r
= a——L20,,n(t, z) — L*ai Deff T 7eff = coqpnlta)
T n(t, x) aig e Qe

L e . . + o
Végiil L2a-L=-tel egyszerisitve, valamint “77¢f _ya] felszorozva, egyszerti-
RT : KeffOeff ’

sitve (a felszorzas utan) a kovetkez8hoz jutunk:

aCan(t, ) = %%w — aigeo L), (4.65)

Most tekintsiik (4.64) egyenletet, nézziik meg, hogy mi valtozik, ha mind
Oerf, mind resp dllando. Elscként vegyiik észre, hogy a jobboldali els6 par-
cialis derivalt elttinik, hiszen alland6 derivaltja 0, igy a jobboldal els§ tagja
teljesen eltiinik. Vegyiik tovabba észre, hogy a masodik tag parcialis derivalt-
jaban o.sf kivihet6 a zarojelen kiviilre. Ezekkel a kovetkez6 alakra hozhat6
(4.64):

aCan(t,x) = ﬁaeﬁ&mn(t,x) — aioea%”(t’x). (4.66)

Vegyiik észre, hogy (4.65)=(4.66), tehat a 4.1. alfejezetben targyalt l-
lando vezetési egyiitthatos modell az egy specidlis esete a 4.2. alrészben

targyalt modellnek, ahogyan ezt el is vartuk.
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5. fejezet

Adekvat numerikus algoritmus

kivalasztasa

5.1. A rendszer vizsgalata

A 4.1. alfejezetbdl, azaz az allando6 vezetési egyiitthatdés modellbél kapott
rendszeriinkre vonatkozé egyenletek megoldasanak a menete a koévetkezd:
megoldjuk a differencidlegyenletet az adott kezdeti feltételre, figyelembe véve
a peremfeltételeket is a kanonizalt fiiggvényekre nézett tartoményunkon, igy
u(7, X) mar ismertté valik. Ezutan (4.40) osszefiiggés alapjan meghataroz-
hato az altalanasitott tartomanyon is. Majd tovabbi Gsszefiiggés, nevezetesen
(4.24) alkalmazasaval meghatarozzuk n*(t,r)-et az altalanositott tartoma-
nyon, majd ezt felhasznalva, tovibba figyelembe véve az atalakitasok soran
bevezetett (4.16) képletiinket, meghatarozzuk a keresett n(t,x) fiiggvényt,
azaz a tulfesziiltséget az eredeti tartoméanyunkon.

Vizsgaljuk meg a parcialis differencialegyenletiinket (kvalitativ vizsgalat).

1. Allitas. Legyen u : RS x [0, 1] — R olyan megfelelden sokszor folytonosan
differencidlhato figgvény, amelyre: Owu(t,x) — Opzu(t,x) < 0, amely D :=
R* x (0,1) tartomdnyon van értelmezve. Ekkor u(t, x) figgvénynek nem lehet

mazimuma a D = R* x (0,1) tartomdnyon.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy (t9,xz0) € D és ott lokalis maxi-
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muma van, ekkor nyilvanval6an
Oyu(to, vo) = Opu(ty, zg) =0
egyenlGség fennall. Tovabba tudjuk a kovetkezGeket:
Orztt(to, o) < 0 = dyulty, o) — Opeuu(to, xg) > 0.

Igy ellentmondaésra jutottunk, azaz a tételiink bizonyitast nyert. OJ

Kovetkezmény.
atu(tv LU) - arxu(t, 33) = —V2€u(t’z)

egyenletet kielégitd fiiggvények a maximumot a hataron, azaz a kanonizalt
tartomanyra nézve x = 0-ban, vagy = = 1-ben veheti, veszi fel.

Hasonl6an igaz, hogy a

¢1<t7$) - ¢2(ta ZL‘) = 77(15»1’)

fiiggvény is a két végpont valamelyikében veheti fel a maximuméat. Ez azért
igaz, mert végig linearis transzforméciokat hajtottunk végre.

Térjlink vissza a 4.1. fejezetben targyalt allandoé vezetési egyiitthatos
egyenletrendszeriinkre, annak kanonikus alakjara, és vizsgaljuk meg a nume-

rikus megoldasat. Tehéat a tovabbiakban a:

Oyu(t, x) = Oppul(t, x) — 12t (5.1)
u(0,z) =0 (5.2)
O,u(t,0) = g1(t) Oyu(t,L) = go(t) (5.3)

re(0,1) t>0

feladat numerikus megoldasaval foglalkozunk.
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5.2. 1. megkozelités - IMEX-mé6dszer

A racshalo generédlasa a kovetkez6 modon torténik:
h = S At > 0.
N
Jelolje tovabba:
y; = u(jh,nAt)

ami nem mas, mint a pontos megoldas értékét a racshalonk (j,n) pontjaban,
itt 5 = 0..V, valamint n =0, 1.. .
Alkalmazzuk az IMEX-modszert, azaz a diffiziés részt implicit modon,

mig a nemlineéris rész explicit médon kozelitsiik. Tehéat:

ViU Ui — 20 Y e

At 12 — et (5.4)
j=1,2.N—-1,n=0,1.
Tovabba:
yW=0,j=01.N (5.5)
@ = g1(nAt) ; % = g2(nAt) , n=1,2.... (5.6)

(5.4) - (5.5) - (5.6) egyenleteket irjuk fel matrixos alakban.
Ay" =f(y"") (5.7)

Vezessiik be a kdvetkezs jeloléseket:

n n At
") =yj: 9:= 73
1 -1 0 0
—q 1+2¢g —q O
A _ . c R(N+1)><(N+l) (58)
—q 14+2q¢ —q
0 0 0 -1 1
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—hg (nAt)

gt - vt
f(ynfl) c RN+L (5 9)
Yy — v 20N -1
—hga(nAt)

f: RV - RV

n

Yo
yr
y" = : e RV*L (5.10)
YN_1

Yn

5.3. 2. megkozelités - IMEX-¢-modszer

A fenti IMEX-moédszer altalanosabb alakjat az IMEX-1¢-modszert is alka-
mazhat6é a numerikus megoldas elGallitadsara. Ez minddsszesen annyi eltérést
mutat a 5.2. (al)részben targyalt algoritmustol, hogy a numerikus séméankban
a diffizios, vagy masnéven stiff, azaz merev tagot a ¥-modszerrel kozelitjiik.

Itt ¥ € [0, 1] paraméter. Igy a kozelités séméja a kovetkezdre modosul:

N _9yn 4 ogn .
—i—(l—z?)yﬁl U T ey,

h2
(5.11)

y -y ﬁy?if — 20t 4y
Al =

Definici6é. Egy feladat stabil, ha a megoldasok egyenletesen folytonosan
fiiggenek a célfiiggvénytdol.

Megjegyezziik, hogy v = 1 esetén a 5.2. alfejezetbeli algoritmust kapjuk
vissza, tovabba ¢ > 0.5 esetén a modszer stabil lesz, ekkor csak A és f alakja

valtozik meg (kénnyen kiszamithaté modon).
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5.4. Az algoritmus - Gauss-, vagy inga-médszer

A tridiagonalis matrixok egy specialis csoportja altal meghatarozott li-
nearis algebrai egyenletrendszerek rendelkeznek a hatékony, gyors megold-
hatosag tulajdonsagaval, az ilyen tipusu egyenletrendszerek megoldasat az
ugynevezett inga-, vagy masnéven Gauss-modszerrel végezziik. A tridiago-
nalis matrixok altal meghatarozott linearis algebrai egyenletrenszerek koziil
az inga-modszerrel megoldhato feladatok kritériuma tahat az, hogy a:

Qx = u linearis algebrai egyenletrendszerben szerepld Q métrix az aldbbi

alakud legyen:

by —c O o 0
—ay by —c 0
Q=| : - . : e R™™. (5.12)
—Qp_1 bp_1 —Cpn_1
0 0o ... 0 —a, b,

Itt mind a;, mind b;, mind ¢; pozitiv V © = 1..n-re. Feltessziik még tovabba,

hogy:
bi Zai+ci s 1= 1..n.

Valamint 3 7 index, melyre:
bj > a; + ¢j.

Megjegyezziik, hogy ezen feltevésekhez inicializalni kell a;, valamint ¢,, érté-
keket. Rovid meggondolassal adodik, hogy a; = ¢, := 0 valasztas joldefinialt,
azaz a fenti kifejezéseknek értelmet adnak ¢ = 1 és ¢ = n esetén.

Vegyiik észre tovabba, hogy az (5.8) képlettel definialt A matrixunk éppen
ilyen alakd, ha (5.6) alapjan allitjuk Ossze a (5.7) rendszert, ez azt vonja
maga utan, hogy a linearis algebrai egyenletredszer numerikus megoldast
végezhetjiik az inga modszer segitségével.

Az inga-modszer menete a Qx = u linearis algebrai egyenletrendszerre
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nézve a kovetkezs: Keressik z;_; -et:

alakban, ahol «; és §; ¢ = 1..n ismeretlen szdmok. Az u vektorunknak az
i. komponense, azaz u; = (u); sora (i = 1..n) a kovetkez6 modon irhato fel,

ha elvégezziik a matrix-szal valo beszorzast:
—a;Ti_1 + bjx; — cixip = u; , 1= 1..n. (5.14)

Most (5.13) behelyettesitve (5.14)-es egyenletbe, majd mindezt atrendezve a
kovetketkez6hoz juthatunk:

(bz — CLZ‘O&Z‘)(L'Z‘ = U; —f- a'iﬁi —I— Cixi—&—l- (515)

Tegyiik fel, hogy:
bi — ;0 7& 0.

Ekkor ezzel leosztva a kovetkezd kifejezéshez jutunk (5.15) alapjan:

it a;0; C;

7
bi — ;0 bl — ;0

Természetesen igaz (5.13) alapjan, hogy:

T = Qi1 Tip1 + Bit1. (5.17)

gy a fenti, (5.17)-es osszefiiggést (5.16)-ba visszahelyettesitésével kapjuk,

hogy:

& w; + a; 5
- ; Big1 = -

_ ,=1.n — 1. 1
bi — ;0 bz — ;0 ) 8 " (5 8)

Qi1 =

Az els6 egyenletbdl, azaz:
blﬂfl — C1T9 = Uy
Osszefiiggésbdl adodik a kovetkezd:

Ay =—: [y =—. (5.19)



Tekintsiik most «; és (1 értékét. (5.18)-bol kideriil, hogy «; és 3; rekur-
zi6jat az i = 1 helyen nézve éppen (5.19) egyenletet kapjuk eredményiil, ha
a1 = (1 = 0 -t helyettesitiink be, azaz a; = 1 = 0 a j6 kezdGérték.

Hasonlo okfejtés végezhetd el i = n-re is, nevezetesen (5.13) és az utolso

egyenlet miatt:
Up = —ApTp—1 + bnxn = _an(anxn + ﬁn) + bnxn

Tehat megkaphato a rekurzid egy altalanos ¢ tagjanak képlete a kovetkezé

alakban:
_ Up + anﬂn

bn — AnQGp .

(5.20)

Tn
Vegyiik észre, hogy (5.18)-ban i = n helyen

Up + @pfn —(5.20)

ﬁn—‘rl = b n-
n — AnQlp
Tehat az algoritmus menete a kdvetkezs:
ar =01 =0

(5.18) alapjan i = 1..n — l-re kiszamoljuk as..cv,, és a [3,..03, értékeket, vala-
mint 3, 1-et.

Ezutan visszafelé lépegetve -ugyanis x,, = (3,11 méar ismert- ¢ = n..2-re meg-
hatarozzuk az x,_;..x; értékeket (4.13) formula segitségével. Ezzel megkap-

juk a linearis algebrai egyenletrendszeriink ismeretlen x vektoréat.

5.5. A megoldhatésag kérdése

Elvaras ennél a gyakorlati alkalmazasnal, hogy legyen megoldas és annak
egyértelmiségét a kezdeti-, és peremfeltételek biztositsik. KovetkezGekben a
megoldhatosig kérdésének vizsgilataval foglalkozunk.

Definici6. Azt mondjuk, hogy A € R™™" diagonélisan dominéns matrix, ha
V ¢ = 1..n-re igaz az, hogy:

i

;| > Z la;i| = R;.

J=liji
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A dominancia szigori, ha

2. Tétel(Gersgorin). Legyen A € RF¥F tetszdleges mdtriz és

k
Rii= ) layl
J=Lg#i
Gi = {Z e C: ‘Z — aii| S RZ}
Ekkor A wvalamennyi sajdtértéke a G = UY_|G; kérikon beliil helyezkedik el.

Bizonyitas. Az A métrix tetszéleges sajatértékéhez tartozo sajatvektort

jelolje v. Legyen tovabba
[vil = maaf_y|vi| = [[v]]o.

Ekkor az (A — AI)v =0 . sorat felirva kapjuk a kovetkezot:

k
(an- — )\)Vz + Z CLZ']'VJ' = 0.

j=Liji
Atrendezve és abszolutértéket véve:
k k k
jai = AVl =1 D ayvil < >0 agllvil < ) aggllvil.
J=Lj#i J=Lj#i J=Lj#

Ezzel belattuk a tételt, hiszen v;-vel leosztva kapjuk a kivant egyenlGséget:

k
lai =A< > ayl =R O
J=1i5
Ko6vetkezmény. Ha A szigortian diagonalisan dominans, akkor A = 0
nem sajatértéke <= A matrix regularis, azaz invertalhato, igy az A méatrix
altal adott linearis algebrai egyenletredszer megoldhato. Am a fenti nume-
rikus megoldasra a tétel kozvetleniil nem alkalmazhatd, mert az els6 és az

utolso sorai miatt A nem szigoruan diagonélisan dominans.
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Definici6. Azt mondjuk, hogy az A matrix irreducibilis, azaz felbonthatat-
lan, ha az ¢ grafja osszefiiggd.

Ez a tulajdonsig a numerikus megoldas vizsgalataval kapott (5.8) matrixra
is igaz, azaz a matrixunk irreducibilis.

Az ilyen tipust matrixokra a Gersgorin-tétel egy gyengitett valtozata ér-

vényes.

3. Allitas. Tegyiik fel, hogy A € R™" irreducibilis mdtriz diagondlisan do-
mindns és 3 (legaldbb egy) i sora, melyre a dominancia szigori. FEkkor A

requldris.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy A szingularis, ekkor 3 (legalabb
egy) A sajatértéke, melyre A = 0 fennall. Gersgorin-tételbdl kovetkezik,
hogy létezik (legalabb) egy kor, amelyben a A sajatérték bennefekszik, azaz
A € G, de ez a diagonélis dominancia miatt nem fekiidhet minden koron
beliil, ezért csak az képzelhetd el, hogy a korck univjanak hataran helyezke-
dik el, mindez Taussky tétele alapjan azt jelentené, hogy 0G; = 0, de ez
lehetetlen, hiszen az i. sorban a dominancia szigora volt a matrixban, ezzel
ellentmondésra jutottunk, tehat a tételt bebizonyitottuk. [J

Kovetkezmény. A (5.8) matrix invertalhato, azaz (5.7)-nek mindig lé-
tezik egyértelmd megoldasa.

Definici6. Egy A € R™" matrixot nem szingularis M-méatrixnak neveziink,
ha a;; <0 V 4,7, feltéve, hogy ¢ # j, valamint 3 olyan g > 0, g € R",
hogy Ag > 0.

4. Allitas. Ha A egy M-mdtriz, akkor A requldris és inverze nemnegativ

elemekbdl all.

Bizonyitas. Legyen g > 0 olyan vektor, hogy Ag > 0, tovabb4d G :=
diag(g;) all6 matrix. Ekkor igaz az, hogy G > 0, diagondlis és regularis
matrix.

Ag=AGe=Ae; e=(1,1,..1)".
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Ag = Ae > 0.

Ezért A és A el6jelei megegyeznek, ezért A féatloja dominans:

m m
0 < (Ae); = a; + Z Ajj = Qg — Z |-
j=1;57i J=1j#
Ezért: m
A > Z |ai;| > 0.
=Ly

Igy A egy diagonalisan dominans matrix igy a Hadamard-tételbdl kovet-

kez6en, mind A mind A regularis. Tovabba hasznaljuk fel a

iB: I-B)"!

Osszefiiggést, azaz a Neumann-sor Osszegképletét, valamint:

D = diag(ay;) B=I-D'A
jeloléseket. Ekkor B > 0 és hasonloan D> 0, tovabba D regularis és inverze
nemnegativ elemkebdl all. A fentiek miatt:

>B>0 = (I-B)'>0.

k=0
Tovabbé:

A=DI-B) +— A'=({1-B)'D"

Itt a jobboldalon mindkét méatrix inverze nemnegativ elemekbdl all, tehat:

A=t >0.
Tovabba:

A=AG — A=AG' — Al=GAL

Mivel mind G, mind A~ > 0, ezért A nemcsak regularis, de inverze nem-

negativ is. [
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Fontos megjegyezni, hogy (5.8) matrix egy nem-szingularis M-matrix azaz
alkalmazhato ra a fenti tétel, hiszen e = (1, 1, .., 1)7-al beszorozva egy pozitiv
vektorhoz jutunk.

Ha A egy M-matrix, akkor éljink a A € K jeloléssel.

Definici6. Egy A € R™"™ matrixot M-méatrixnak neveziink, ha 3 ¢ > 0
szam, melyre A + ¢l € K. Az ilyen tulajdonsagi matrixok osztalyat jelolje

Ko. Természetesen K C KCp.
5. Allitas. Tegyiik fel, hogy A € Ky. Ekkor A € K < 3 A~

Ezen jelolésekkel és definiciokkal, valamint allitasokkal térjiink at az (5.8)

matrixunk kvalitativ vizsgalatara.
6. Allitas. (5.8) alakban adott mdtriz eqy M-mdtriz, azaz A € K.

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetszGleges, ekkor

1+e¢ —1 0 ... 0
—q 1+2¢q+¢ —q 0
A+cel= : : :
—q 14+2q+¢ ¢
0 —1 1+¢
tovabba
€
1+e¢
(A +ele= : > 0.
1+e¢
€

Tehat A + eI € K, tovabba 3. Allitas -bol adodo Kovetkezmény-bél
adodoan lattuk, hogy invertalhato is, ugyanis M-matrix = A € K.

Masrészrdl pedig megmutattuk, hogy (5.8) méatrix egy regularis. Tehat
Osszességében igaz, hogy (5.8) egy regularis M-méatrix. [J
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6. fejezet

Osszefoglalas

A Fold szennyezésének visszaszoritasat a fosszilis iizemanyagokrol a meg-
ujuld energiaforrasokra valo attérésben latjak. Ennek egyik - ha nem a leg-
fontosabb - alternativaja az lizemanyagcellak hasznélata. Roppant fontos
tehat a benniik lejatsz6do folyamat megismerése, ezaltal fejlesztésiik utjanak
megtalalasa. Ehhez nyujt alapvet6 segitséget a cellak matematikai modelle-
zése. Mar az egyszeriibb, 4.1 részben targyalt modell megismerése is 6riasi
elérelépést jelent a kutatasokban, ugyanis az lizemanyagcellak hatasfokdnak
jelentGs javitasa érhetd el, mivel ez utobbi feliilrél nem korlatozott, ezért az
erre iranyulo fejlesztések kulcsfontossaguak. A dolgozat célja az allando, és az
id6-, valamint helyfiiggs esetek bemutatasa volt a fizikai modellen keresztiil.
Fontos volt, hogy nem csak elméleti, de numerikus kozelitések is adhatoak
az egyes modellekre, hiszen pusztan elméleti eredményekkel nem lehet kisér-
leteket végezni az eleinte koltségigényesen megépitett cellikon. A numerikus
megoldas ismerete - még ha csak az allando vezetési egyiitthatoval bir6 mo-
dell esetében is, de - fontos és helyes iranyt ad a cellak fejlesztésiire nézve.
Elmondhato tehéat, hogy a matematikai, numerikus kisérletek elvégzése eléfel-
tétele egy hatékony iizemanyagcella gyors és koltséghatékony fejlesztésének,
kivitelezésének. Ezt az alapvetd szerepet minden - {izemanyagcellak fejlesz-
tésével foglalkozo - cég felismerte és napjainkban a matematikai szimuléacio

legalabb annyira fontos, mint a fizikai vagy a kémiai modell.
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